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 Present study proposes a new multidimensional artificially characteristic-based (MACB) scheme for 

simulation of combined convection flows. Multidimensional characteristic structure for energy 
propagation in incompressible flow is derived for the first time. Four pseudo-waves are selected and 

equations are discretized along them to observe the physical behavior of domain. Viscous fluxes are 
computed by variables derivatives at the cell interfaces and for time discretization, a 4th-order Runge-

Kutta method was used. According to the new scheme, two-dimensional flow with heat transfer in a 

square cavity and forced convection around a circular cylinder are solved for a wide range of Reynolds 
and Grashof numbers. Also, for comparison purposes, the CB scheme with averaging for energy 

equation is used. It was found that MACB has remarkable faster convergence in comparison with CB 

scheme and averaging methods. Also, by using MACB scheme, maximum permissible CFL number can 
be increased 80 percent in comparison to CB scheme. At higher Richardson numbers, the conventional 

flux averaging was failed to converge properly while MACB scheme presents the most rapid 

convergence. The computed results of MACB scheme are in good agreement with the benchmark 
solutions. 
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 مقدمه 1-

های مختلف عددی، طی ناپذیر توسط روشهای سیال تراکمحل جریآن

های عددی مختلفی برای محققان بوده و روشهای متمادی مورد توجه سال

ها، نحوه یافتن ها ارائه شده است. مشکل اساسی در حل این جریآنحل آن

ارتباط بین میدان سرعت و فشار و در نهایت ارضای معادله پیوستگی 

پذیری مصنوعی برای اولین بار توسط کورین در سال باشد. روش تراکممی

[. 1ناپذیر ابداع شد ]استوکس تراکم -ت ناویربرای حل پایای معادلا 1967

وی برای مرتبط ساختن معادلات مومنتوم و پیوستگی به یکدیگر و هذلولوی 

کردن دستگاه معادلات حاکم و امکان استفاده از روش زمانروی، مفهوم 

پذیری مصنوعی را ابداع کرد که با این روش، معادلات جدیدی به نام تراکم

هذلولوی  -سهموی به ماهیت سهموی -ز ماهیت بیضویاستوکس ا -ناویر

با حلگرهای  1های تجزیه اختلاف شار از نوع گودونفشوند. روشتبدیل می

جهت محاسبه بردارهای شار جابجایی در  2رو ریمن مختلف از جمله روش
                                                                                                                                  
1 Godunov 
2 Roe 

http://mjmec.ir/
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[. دریکاکیس و همکاران 2اند ]روش حجم محدود، به طور وسیعی به کار رفته

های مبنای مشخصه، بر1هادی با عنوان روش مشخصه[، روش جدی3]

ناپذیر های تراکمپذیری مصنوعی برای حل جریآنبعدی معادلات تراکمیک

ژائو و  الخط و شبکه با سازمان ارایه دادند.دوبعدی در یک مختصات منحنی

[ روش ارائه شده توسط دریکاکیس را به یک روش بالادست 4همکاران ]

بعدی محلی در مرز بین دو سلول برای های یکاساس مشخصهمرتبه بالا بر 

های دوبعدی و ال گرما در شبکهناپذیر همراه با انتقحل معادلات تراکم

ها را زینکویچ و همکاران، روش مشخصه سازمان گسترش دادند.بعدی بیسه

ضمنی های صریح و نیمهناپذیر در حالتپذیر و تراکمهای تراکمبرای جریآن

های مهم این روش، شامل پایداری و دقت بندی نمودند و مشخصهمولفر

نیتیاراسو و  [.5های مختلف مورد ارزیابی قرار دادند ]طرح را در جریآن

های پذیری مصنوعی و روش المان محدود، جریآنهمکاران، با معادلات تراکم

سازی گسسته ناپذیر پایا و ناپایا را بر اساس جداسازی معادلات وآشفته تراکم

های اصلی [. سو و همکاران، روش مشخصه6] ها، حل کردندبه روش مشخصه

ها هر دو روش را روی جریان لزج و بازنگری شده را با هم مقایسه نمودند. آن

گیری نمودند که هر دو روش دارای سیال اطراف استوانه اعمال نموده و نتیجه

های اصلی به روش مشخصه باشند ولی،سرعت همگرایی و دقت بالایی می

باشد دلیل سادگی کاربرد آن نسبت به روش بازنگری شده دارای مزیت می

 2بولتزمن -ها برای شبکه لتیسمقایسه بین روش مشخصه [. ژو و همکاران،7]

های سرعت پایین ارائه اساس سینماتیک گازها را برای جریآنو طرحی بر

جریان مختلف اعمال نمودند و نتایج ها طرحهای خود را روی سه نمودند. آن

دست آمده نشان داد که در اندازه شبکه یکسان، طرح بر مبنای سینماتیک به

گازها دارای دقت بالاتری است ولی هزینه محاسباتی آن دو برابر بیشتر از 

های محاسباتی موجود برای [. بیشتر طرح8باشد ]ها میروش مشخصه

های دو و سه در مرز بین دو سلول در حالتتخمین بردارهای شار جابجایی 

بعدی، براساس فرض جریان به صورت یک بعدی موضعی و در جهت عمود بر 

مرز سلول است. فرض انجام شده بر این اساس است که تغییرات در مقادیر 

ها تنها تحت تاثیر بردارهای شار عمود بر آن قرار داشته متغیرها در مرز سلول

گونه دخالتی در تغییرات متغیرها روی مرز ازی با مرز، هیچو بردارهای شار مو

بین دو سلول ندارند. این فرض باعث صرفنظر کردن از فیزیک واقعی مساله 

شود که فیزیکی حل عددی به شبکه میشده و سبب ایجاد وابستگی غیر

های محاسباتی بالادست مطلوب نیست. به همین دلیل، تلاش برای ارائه طرح

های چند بعدی همواره مورد توجه محققان دینامیک سیالات در حالت

ای محاسباتی بوده است. به دلیل مشخص نبودن دقیق ساختار مشخصه

های غالب برای انتخاب معادلات چند بعدی اویلر و در دست نبودن جهت

های چند بعدی تا به امروز های مبتنی بر مشخصهمتغیرهای بالادست، روش

بررسی قرار دارند. برخلاف حالت یک بعدی، در حالت نیز مورد بحث و 

نهایت مسیر برای انتقال اطلاعات موجود است و انتخاب مسیرهای دوبعدی بی

غالب برای انتشار امواج در داخل میدان جریان سیال، جزو مسائل مورد بحث 

باشد. بائو و همکاران، الگوریتمی براساس بسط سری سری تیلور در می

ها با حل معادله پواسون های معادله مومنتوم ارائه دادند. آنصهراستای مشخ

دست آوردند و نتایج برای فشار، میدان فشار را مستقل از میدان سرعت به

های کلاسیک مقایسه نمودند. با اعمال طرح خود را با روش مشخصه

ها دقت های مختلف، آنبندیپیشنهادی خود روی جریان سیال با شبکه

[. 9های کلاسیک گزارش نمودند ]لایی را نسبت به روش مشخصهعددی با

                                                                                                                                  
1 Characteristics-based (CB) 
2 Lattice Boltzmann 

جو یک طرح حجم محدود مرتبه بالا برای معادله اویلر یک بعدی ارائه نمود 

همکاران  شاپیرو و [.10] باشدسازی زمانی میکه دارای دقت بالا برای گسسته

و ناپذیر را در دو حالت پایستار ها در جریان تراکم[ روش مشخصه11]

دهد که ناپایستار مقایسه نمودند. نتایج حاصل از تحلیل مقادیر ویژه نشان می

فر و همکاران، شرایط مرزی شود. هجرانتر همگرا میروش ناپایستار سریع

ناپذیر های تراکمپذیری مصنوعی برای حل جریانای را برمبنای تراکممشخصه

از فرم عمومی معادلات فاده ها نشان داد که استارائه دادند. نتایج آن

ها، سبب ای روی مرزهای دوردست به دلیل ویژگی غیر انعکاسی آنمشخصه

تسریع در حل عددی شده و دقت حل نیز نسبت به شرایط مرزی متداول 

[ مقایسه بین دو روش 14[. مازاروتی و همکاران ]13-12یابد ]بهبود می

که با وجود آنکه در اکثر صریح و شبه ضمنی را انجام دادند و اعلام نمودند 

دهند ولی روش صریح به دلیل مسائل، دو روش نتایج یکسانی ارائه می

های سهولت اعمال آن بیشتر کاربرد دارد. رضوی و همکاران، روش مشخصه

ناپذیر فرمول بندی نمودند های تراکمچند بعدی مصنوعی را برای حل جریآن

شده را برای دو نوع جریان مورد [. زمزمیان و همکاران نیز روش ارائه 15]

های [. در مقاله حاضر برای اولین بار ساختار مشخصه16ارزیابی قرار دادند ]

پذیری مصنوعی برای معادلات چند بعدی مصنوعی مربوط به معادلات تراکم

اساس آن یک روش بالادست چند پیوستگی، مومنتوم و انرژی ارائه شده و بر

ناپذیر همراه های تراکمها برای تحلیل جریآنصهبعدی مصنوعی بر پایه مشخ

بنای طرح ارائه شده، جریان با انتقال گرما به دست آمده است و بر م

ناپذیر داخل حفره مربعی و نیز جریان حول استوانه همراه با انتقال گرما تراکم

 برای محدوه وسیعی از اعداد رینولدز و گراشهف حل شده است.

 های چند بعدیریاضی مشخصهل بندی فرمو2- 

ناپذیر در حالت های تراکماستوکس و انرژی برای جریآن -معادلات ناویر

 [:4باشند ]( می1دوبعدی به صورت معادلات )
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 می باشند.( 2های لزج و شار گرمایی مطابق رابطه )تانسور تنش
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پذیری های دوبعدی معادلات تراکمدر این قسمت، ساختار مشخصه

بعدی مصنوعی به همراه انتقال گرما استخراج شده است. تعمیم به حالت سه

های معادلات دست آوردن ساختار مشخصهعیناً مشابه دوبعدی است. برای به

گیرد معادلات اویلر متناظر مورد بررسی قرار میپذیری مصنوعی، ابتدا تراکم

شده و تاثیری بر   [. جملات لزج به صورت جملات چشمه در معادلات وارد3]

 معادلات اویلر متناظر با معادلاتهای معادلات ندارند. روی ساختار مشخصه
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 باشند:صورت زیر میپذیری مصنوعی دوبعدی بهتراکم
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باشد. ضریب پیوند معادله انرژی به دیگر معادلات می h(، 4در معادلات )

های عددی دامنه محدودی داشته و توسط آزمایش hلازم به توضیح است که 

عنوان متغیر اصلی شود. در این مقاله، فشار بهمقدار بهینه آن انتخاب می

طور صریح در انتخاب شده است و دلیل این امر نیز وجود مشتقات فشار به

های معادلات، سطح باشد. جهت یافتن ساختار مشخصهمیمعادلات مومنتوم 

با استفاده از روابط سینماتیک،  شود.فرض می Ὢὼȟώȟὸ شکل ای بهمشخصه

ارتباط برقرار   Ὢتوان بین مشتقات جزئی و مشتقات کامل در روی سطحمی

با عملیات انجام شده برای سیال  (، مشابه4کرد. با استفاده از معادلات )

 [ داریم17پذیر در مرجع ]تراکم

(5) ừ
ỬỬ
Ừ

ỬỬ
ứ
ρ


Ὢ Ὠὴ Ὢ Ὠό ὪὨὺ π ὨὝ π

Ὢ Ὠὴ y Ὠό π Ὠὺ π ὨὝ π
Ὢ Ὠὴ π Ὠό y Ὠὺ π ὨὝ π

ρ

h
Ὢ Ὠὴ π Ὠό π Ὠὺ  y ὨὝ π

 

 ای هستند و داریم:ها نشانگر مشتقات پاره( زیرنویس5در روابط )

(6) y Ὢ όὪ ὺὪ 

دستگاه برابر (، باید دترمینان ضرایب 5برای سازگاری دستگاه معادلات )

 شوند:صورت زیر نتیجه می( به7جا روابط )با صفر شود که از آن

(7) y π ȟ    y


Ὢ
Ὢ Ὢ  

 صورتطبق معمول معادلات اویلر، بردار سرعت مجازی به

ὠᴆ όȟὺȟρ صورتو بردار عمود بر سطح مشخصه به 

ὲᴆ ÃÏÓ•ȟÓÉÎ•ȟὲ با درنظر گرفتن [. 18شود ]در نظر گرفته می

 بردار عمود متناظر و مقایسه آن با بردار عمود بر سطح داریم:

(8) 
Ὢ

Ὢ Ὢ

ÃÏÓ• ȟ 
Ὢ

Ὢ Ὢ

ÓÉÎ• ȟ
Ὢ

Ὢ Ὢ

ὲ 

(، برحسب بردار عمود بر سطح مشخصه و بردار 7که روابط )در صورتی

 شد.( حاصل خواهند 9سرعت مجازی نوشته شوند، روابط )

(9)  ὠᴆὲᴆ π ȟ    ὠᴆὲᴆ 


ὲ
 

باشد و از بیانگر خطوط جریان مجازی سیال می ὠᴆὲᴆ π(، 9در روابط )

 رابطه دوم داریم:

(10)  ὠᴆὲᴆ όÃÏÓ• ὺÓÉÎ• ὲ


ὲ
 

 ( داریم:10با حل معادله )

(11) 
ὲ

ρ

ς
όÃÏÓ• ὺÓÉÎ•  

         όÃÏÓ• ὺÓÉÎ• τ ὲ ȟὲ 

های معادله همواره (، یکی از ریشه11توان ثابت کرد که در رابطه )می

منفی و دیگری همواره مثبت است که این مساله بیانگر ساختار دوگانه 

، کنج ماخ در هر نقطه بر مخروط "1شکل "صفحات مشخصه است. مطابق 

خطوط ماخ گذرنده از آن نقطه مماس است. سطوح مشخصه در امتداد زوج 

باشند که در واقع مشخصه بر مخروط ماخ گذرنده از آن نقطه مماس می

باشند. جهت به زمان بعدی می Mمسیرهای انتشار اطلاعات از نقطه فرضی 

 یافتن مسیرهای انتشار امواج در روی یک کنج ماخ داریم:

(12) 

ὨὪ

Ὠὸ
π 
Ȣ
ᵼ 
Ὢ

ὸ

Ὠὼ

Ὠὸ

Ὢ

ὼ

Ὠώ

Ὠὸ

Ὢ

ώ
π 

              
Ȣ
ᵼ  ὲ

Ὠὼ

Ὠὸ
ÃÏÓ•

Ὠώ

Ὠὸ
ÓÉÎ• π 

 ( داریم:12( و )10با مقایسه معادلات )

(13) ừ
Ừ

ứ  ὲ
Ὠὼ

Ὠὸ
ÃÏÓ•

Ὠώ

Ὠὸ
ÓÉÎ• π

  ὲ όÃÏÓ• ὺÓÉÎ•


ὲ

 

 توان نوشت:با کسر دو رابطه از یکدیگر می

(14)  ό
Ὠὼ

Ὠὸ
ÃÏÓ• ὺ

Ὠώ

Ὠὸ
ÓÉÎ•



ὲ
 

( خواهند 15صورت روابط )معادلات مسیرهای انتشار امواج بهدر نتیجه 

 بود:

(15) ừ
Ừ

ứ
Ὠὼ

Ὠὸ
Õ


ὲ
ÃÏÓ•

Ὠώ

Ὠὸ
ὺ


ὲ
ÓÉÎ•

 

جا سطح مقطع کنج ماخ با برخلاف حالت معادلات اویلر دوبعدی، در این

یک بیضی است که محورهای آن موازی محورهای مختصات  xyصفحه 

هستند. برای به دست آوردن معادلات حاکم در روی مسیرهای مشخصه، با 

 ( داریم:5در معادلات مومنتوم در دستگاه معادلات ) yجاگذاری 

(16) ừ
ỬỬ
Ừ

ỬỬ
ứ


ὲ
Ὠό ÃÏÓ• Ὠὴ π



ὲ
Ὠὺ ÓÉÎ• Ὠὴ π

h

ὲ
ὨὝ Ὠὴ π          

 

در طول مسیرهای مشخصه، متغیرهای  (16گیری از روابط )انتگرالبا 

 آیند.دست می( به17ریمن تعمیم یافته مطابق روابط )
 

 
Fig. 1 Characteristic surfaces, pseudo-acoustic wave front, pseudo-

pathline, Mach cone and bicharateristics 
جریان مجازی، مخروط ماخ و مسیرهای سطوح مشخصه، سطوح موج، خط  1شكل 

 دوگانه مشخصه
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(17) ừ
Ừ

ứὙ ό
ὲÃÏÓ•


ὴ

ὗ ὺ
ὲÓÉÎ•


ὴ

 

توان برای محاسبه بردارهای شار های به دست آمده را میروابط مشخصه

منظور در مرز مشترک بین دو سلول در روش حجم محدود استفاده کرد. به

معادلات  هایبعدی براساس مشخصهایجاد یک طرح محاسباتی بالادست چند

توان مسیرهای مشخصه مختلف و روابط سازگاری پذیری مصنوعی، میتراکم

ها را برای محاسبه بردارهای شار مرز مشترک به کار برد. در این متناظر با آن

ها برای مقاله، یک روش جدید بالادست کاملا دوبعدی بر پایه مشخصه

استوکس تصحیح شده با روش  -پذیر ناویرناسازی معادلات تراکمگسسته

( برای محاسبه 16پذیری مصنوعی ارائه شده است. روابط سازگاری )تراکم

بردارهای شار جابجایی در مرز مشترک بین دو سلول مورد استفاده قرار 

گسسته  که بردارهای شار لزج با طرح معمولی مرکزیگیرند در حالیمی

 شوند.می

 جاییبردارهای شار جاب3- 

منظور محاسبه بردارهای شار جابجایی در روی مرز مشترک دو سلول از به

مقادیر زمان قبل، چهار موج مجازی اکوستیک با مسیرهای تصویر شده موازی 

، سطح "2شکل "اند. مطابق و عمود بر مرز مشترک دو سلول انتخاب شده

سلول با مقطع کنج ماخ متناظر با نقطه موردنظر در روی مرز مشترک دو 

باشد ، نشان دهنده محدوده فیزیکی انتشار اطلاعات از زمان قبل میxyصفحه 

طور که در دهند. همانکه نقطه مذکور را در زمان حاضر تحت تاثیر قرار می

منظور در نظر گرفتن فیزیک واقعی چند نشان داده شده است، به "2شکل "

شبکه انتخاب شده و بعدی جریان، چهار موج اکوستیک مجازی متناظر با 

اند. انتخاب تعداد و زوایای سازی شدهها گسسته( در روی آن16معادلات )

های طرحهای اکوستیک مجازی اختیاری بوده و در هر حالت منجر به موج

 شود.محاسباتی مختلفی می

طرح محاسباتی پیشنهادی در این مقاله، چهار موج اصلی متناظر با 

، برای محاسبه "3شکل "گیرد. با توجه به یاضلاع شبکه را در نظر م

، i+1,jو  i,jبردارهای شار جابجایی در نقطه * در روی مرز مشترک دو سلول 

در نظر گرفته  i+1,jو  i,jابتدا خطوط واصل بین نقطه * و مراکز دو سلول 

محل تقاطع  اند.نشان داده شده 2و  1شوند که در شکل با امتدادهای می

 امتداد خطوط رسم شده به عنوان محل انتخاب دو موجبیضی ماخ با 

 

 
Fig. 2 Intersection of local Mach cone with time level plane 

 تقاطع کنج ماخ با صفحه زمان  2شكل 

در نظر گرفته شده است. برای انتخاب دو موج دیگر،  •و  •اکوستیک 

 i+1,j+1و i,j+1محل تقاطع بیضی ماخ با ضلع مشترک بین دو سلول 

و  i,j-1و محل تقاطع آن با ضلع مشترک بین دو سلول  •عنوان موج به

i+1,j-1 در نظر گرفته شده است. • عنوان موجبه 

 عبارتند از: •و    •هایشش رابطه سازگاری متناظر با موج

(18) ừ
Ử
Ử
Ử
Ử
Ử
Ừ

Ử
Ử
Ử
Ử
Ử
ứ


ὲ
Ὠό ÃÏÓ• Ὠὴ π



ὲ
Ὠὺ ÓÉÎ• Ὠὴ π

h

ὲ
ὨὝ Ὠὴ π



ὲ
Ὠό ÃÏÓ• Ὠὴ π



ὲ
Ὠὺ ÓÉÎ• Ὠὴ π

h

ὲ
ὨὝ Ὠὴ π

 

نیز شش رابطه  •و   •هایتوان برای موج(، می18مشابه روابط )

( در طول خطوط مشخصه 18سازی معادلات )سازگاری نوشت. با گسسته

 متناظر داریم:

(19) ừ
ỬỬ
Ừ

ỬỬ
ứ
ὴz ὴ ὃόz ό π

ὴᶻ ὴ ὄὺᶻ ὺ π

ὴz ὴ ὅὝz Ὕ π

ὴz ὴ Ὀόz ό π

ὴz ὴ Ὁὺz ὺ π

ὴz ὴ ὊὝz Ὕ π

 

( و 20صورت معادلات )به Fو  A ،B ،C ، D ،E( مقادیر 19در معادلات )

 باشند.( می21)

 

 
Fig. 3 Proposed stencil for evaluating convective fluxes 

طرح محاسباتی پیشنهادی برای محاسبه جملات جابجایی در مرز مشترک  3شكل 

 دو سلول
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(20) ừ
Ử
Ử
Ử
Ử
Ử
Ừ

Ử
Ử
Ử
Ử
Ử
ứὃ

ς

ÃÏÓ• όÃÏÓ• ὺÓÉÎ• Ὧ

ὄ
ς

ÓÉÎ• όÃÏÓ• ὺÓÉÎ• Ὧ

ὅ
τh

ςὯ τ ςὯὯ

Ὀ
ς

ÃÏÓ• όÃÏÓ• ὺÓÉÎ• Ὧ

Ὁ
ς

ÓÉÎ• όÃÏÓ• ὺÓÉÎ• Ὧ

Ὂ
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(21) 

Ὧ όÃÏÓ• ὺÓÉÎ• τ 
Ὧ όÃÏÓ• ὺÓÉÎ•  
Ὧ όÃÏÓ• ὺÓÉÎ• τ 

Ὧ όÃÏÓ• ὺÓÉÎ•  

وجود دارد. در روابط  •و   •هایشش معادله مشابه نیز برای موج

نشانگر متغیرهای اولیه جریان بر روی مرز  Ὕzو ὴz، ὺz،όz( مقادیر 19)

از روابط اول و چهارم،  ὴzو  όzباشند. ابتدا مقادیر مشترک بین دو سلول می

از روابط سوم و ششم در  ὴᶻ و Ὕᶻاز روابط دوم و پنجم و   ὴᶻو ὺᶻمقادیر 

دست برابر با میانگین دو مقدار به ὴzشوند. مقدار می( محاسبه 19معادلات )

مربوط به  شود. با توجه به استفاده از معادلات سازگاریآمده در نظر گرفته می

عنوان آمده از این طریق بهدست به ὺᶻ و όᶻمقادیر  •و   •هایموج

مشابه با انجام عملیات  .شونددر نظر گرفته می nهای سرعت در جهت مولفه

• ،و   •برای روابط سازگاری متناظر با
τ

به  tهای سرعت در جهت مولفه 

نهایت، بردار سرعت در روی مرز مشترک دو سلول از برآیند در آیند.دست می

مشترک از  مرز دست آمده مشخص شده و فشار در رویدو بردار به

به این ترتیب  شود.مشخص می ὴᶻ دست آمده برایگیری دو مقدار بهمیانگین

• و •هایرابطه سازگاری متناظر با موج 12دار از مقادیر ستاره ، • ،•  

از زمان قبل به دست  4و  3، 2، 1و از مقادیر متغیرهای سیال در نقاط 

آیند که برای محاسبه بردارهای شار جابجایی در مرز مشترک بین دو می

استفاده از این روش، یک طرح گیرند. با سلول مورد استفاده قرار می

های دوبعدی مصنوعی محاسباتی کاملا بالادست دوبعدی با تکیه بر مشخصه

ناپذیر ارائه شده است. به منظور بهبود طرح ارائه شده به دقت معادلات تراکم

های از سلول 2( و نقطه i+2,j( و )i+1,jهای )از سلول 1مرتبه دوم، نقطه 

(i,j( و )i-1,jدرونیاب )از مقادیر  3اند. همچنین مقادیر جریان در نقطه ی شده

( و i,j-1های )از مقادیر سلول 4( و در نقطه i+1,j+1( و )i,j+1های )سلول

(i+1,j-1درونیابی شده ) اند. درونیابی مورد استفاده برای محاسبه مقادیر

رد های درونیابی مورد استفاده در موامشابه با روش 4تا  1جریان در نقاط 

باشد. پذیر اویلر میها در معادلات تراکمهای برپایه مشخصهمشابه برای طرح

به منظور افزایش مرتبه طرح محاسباتی از مرتبه اول به مرتبه دوم، دامنه 

شود و درونیابی توسط نقاط تری از محدوده تاثیر در نظر گرفته میگسترده

ول بیضی ماخ تنها محدود به گیرد. در واقع برای دقت مرتبه ادورتر انجام می

که در دقت مرتبه دوم این نظر است در حالیدو سلول در طرفین وجه مورد

شود و بر این اساس، محدوه های بیشتری را شامل میمحدوده تعداد سلول

 یابد.تاثیر آن افزایش می
 

 گیری زمانیبردارهای شار لزج و انتگرال4- 

استوکس و انرژی، نیاز به  -برای تخمین بردارهای شار لزج در معادلات ناویر

محاسبه مشتقات مرتبه اول پارامترهای جریان در مرز مشترک بین دو سلول 

سازی معمولی مرکزی برای تخمین جملات لزج است. در این مقاله، گسسته

ق مرتبه اول در عنوان مثال، مشتکار رفته است. بهدر مرز مشترک دو سلول به

صورت گیری روی یک شبکه ثانویه بهبا انتگرال "4شکل "در  ABروی وجه 

 شود:( محاسبه می22رابطه )

(22) 

ɲ

ὼ

ρ

Ὓ

ɲ

ὼ
ὨὛ

ρ

Ὓ
Ὠɲώ

ρ

Ὓ
ᶮЎώ 

                
ρ

Ὓ
πȢυᶮ ᶮ Ўώ

πȢυᶮ ᶮ Ўώ   

                πȢυᶮ ᶮ Ўώ πȢυᶮ ᶮ Ўώ   

 آیند.دست میصورت زیر بهبه ᶮ(، مقادیر 22که در رابطه )

کوتای مرتبه چهار -سازی زمانی از روش صریح رانگجهت گسسته

استفاده شده است و بیشینه مقدار گام زمانی از شرط پایداری که بر روی عدد 

( 23صورت رابطه )گردد. عدد کورانت بهشود، محاسبه میکورانت اعمال می

 شود.تعریف می

(23) #&, ό ὺ ό ὺ 
Ўὸ

Ўὰ
 

 نتایج و بحث5- 

در این بخش، دقت و سرعت همگرایی طرح پیشنهادی جدید براساس مقایسه 

آن با نتایج موجود مورد بررسی قرار گرفته است. طرح ارائه شده برای 

سیال بدون انتقال گرما روی مسائل مختلف بررسی شده  سازی جریانمدل

[. در مقاله حاضر، طرح پیشنهادی روی دو مسئله کلاسیک 16,15است ]

مکانیک سیالات یعنی جریان داخل حفره مربعی و انتقال گرمای اجباری 

های پایا و ناپایا مورد بررسی قرار ای در حالتاطراف استوانه با مقطع دایره

برای نشان دادن سرعت همگرایی طرح جدید، مقایسه تاریخچه  گرفته است.

گیری ارائه های معمولی و نیز روش میانگینهمگرایی آن با دو روش مشخصه

شده است و دقت طرح نیز برای اعداد رینولدز و گراشهف مختلف با نتایج 

 بی و عددی موجود مقایسه شده است.تجر

 انتقال گرما جریان داخل حفره مربعی همراه با1-5- 

در این بخش، جریان سیال داخل حفره مربعی همراه با انتقال گرما مورد 

گیرد که این جریان توسط صفحه بالایی که با سرعت بررسی قرار می

آید. شرط مرزی وجود میشود، بهیکنواخت در راستای خود صفحه کشیده می

فره عایق بوده و باشد. دیوارهای جانبی حها، شرط عدم لغزش میدر دیواره

باشند. برای تغییرات بعد مختلف میصفحه بالایی و پایینی دارای دماهای بی

چگالی، تقریب بوزینسک مورد استفاده قرار گرفته است و عدد پرانتل در تمام 

های با استفاده از آزمایش hدر نظر گرفته شده است. پارامتر  0.71موارد 

 و محاسبات برای اعداد رینولدز وعددی بین یک و دو انتخاب شده است 
 

  
Fig. 4 Secondary cell for discretization of viscous terms 

 شبکه ثانویه برای محاسبه جملات لزج 4شكل 

 ᶮ
ρ

τ
ᶮ ᶮ ᶮ ᶮ  



  

 و همکاران رستمزاده خسروشاهیعلیرضا  های چند بعدیمشخصهسازی جابجایی ترکیبی با استفاده از مدل

 

υςψ  IÃ½ºù ìĊýwîù ĈÅºþĄù¾Ċ£ 1397 ā½ÿ¹ I18  ā½wúÉ04 
 

گراشهف مختلف تکرار شده است. عدد ریچاردسون، بیانگر اهمیت نیروهای 

ریچاردسون کوچک، باشد. برای اعداد شناوری نسبت به نیروهای اینرسی می

نظر نیروهای اینرسی دارای اهمیت بالایی بوده و نیروهای شناوری قابل صرف

که برای اعداد ریچاردسون بالا، نیروهای شناوری در حفره باشند در حالیمی

نمایند. خطای ناشی از محاسبات با استفاده از بر نیروهای اینرسی غلبه می

 شود.( محاسبه می24رابطه )

(24) %./2-ɲ

В В ᶮȟ ᶮȟ

تعداد سلولها
 

-نرخ همگرایی طرح پیشنهادی را در مقایسه با روش مشخصه "5شکل "

در یک  Gr = 100و  Re = 1000گیری در های معمولی و نیز روش میانگین

، طرح پیشنهادی جدید دارای "5شکل "دهد. مطابق نشان می  80×80شبکه 

باشد، های معمولی میتری نسبت به روش مشخصهرایی بسیار سریعنرخ همگ

ها وجود گیری امکان همگرایی جواباین در حالی است که در روش میانگین

ها در بالاترین عدد کورانت ندارد. باید به این نکته دقت شود که تمام روش

ورانت برای اند. لازم به ذکر است که بالاترین مقدار عدد کمجاز خود اجرا شده

باشد در حالی که این مقدار برای روش می 1.6طرح پیشنهادی جدید برابر 

مقایسه نتایج توزیع دما  "6شکل "باشد. می 0.9های معمولی برابر مشخصه

دهد. در [ نشان می19داخل حفره را بین طرح محاسباتی جدید با مرجع ]

ره تقریباً ساکن حالت حدی وقتی صفحه بالایی ساکن است، سیال داخل حف

کند. این مسئله بیانگر توزیع بوده و توزیع دما به سمت پروفیل خطی میل می

باشد. در صورتی که در اعداد دمای ناشی از هدایت خالص در داخل حفره می

ریچاردسون پایین، تاثیر نیروهای شناوری کاهش یافته و در قسمت میانی 

و ان شدید دمایی در قسمت بالایی حفره، تغییرات دمایی ناچیز بوده و گرادی

 آید.وجود میپایینی حفره به

در راستای محورهای افقی و عمودی در  مقایسه نتایج پروفیل سرعت

های اند. نتایج ارائه شده، تغییرات مشخصهنشان داده شده "8و  7های شکل"

 دهند. مطابقجریان با افزایش عدد گراشهف را در رینولدز ثابت نشان می
 

 

Fig. 5 Convergence history of temperature for MACB, conventional 
CB and flux averaging at Re = 1000 and Gr = 100 

های معمولی و روش ، روش مشخصهMACBمقایسه نرخ همگرایی روش  5شكل 

 Gr = 100و  Re = 1000گیری در میانگین

دست آمده، در اعداد گراشهف پایین، تغییرات سرعت در کل حفره نتایج به

، تغییرات سرعت در "7شکل "وجود دارد. با افزایش عدد گراشهف مطابق 

شکل "افتد ولی مطابق راستای قائم فقط در قسمت بالایی حفره اتفاق می

مقایسه  "10و  9های شکل"ماند. ، سرعت در راستای افقی تقریباً ثابت می"8

های بالایی و پایینی را برای اعداد رینولدز و گراشهف عدد ناسلت در دیواره

دهد که با افزایش می دست آمده نشاندهند. مقایسه نتایج بهمختلف نشان می

 یابد.ی بالایی و پایینی کاهش میعدد گراشهف، عدد ناسلت در دیواره ها
 

 
Fig. 6 Comparison of results for temperature profiles along vertical 

centerline at Re = 400 and (a) Gr = 102, (b) Gr = 104, (c) Gr = 106 on 

80×80 uniform grid 
 (a)و  Re = 400مقایسه نتایج پروفیل دما بر روی خط مرکزی قائم حفره در  6شكل 

2Gr = 10 ،(b) 4Gr = 10  و(c) 6Gr = 10  80× 80در یک شبکه 

 
Fig. 7 Comparison of u-velocity profiles along vertical centerline at  

Re = 400 and (a) Gr = 102, (b) Gr = 104, (c) Gr = 106 on 80×80 uniform 

grid 
روی خط مرکزی قائم در  xمقایسه نتایج پروفیل سرعت در راستای محور  7شكل 

Re = 400  و(a) 2Gr = 10 ،(b) 410Gr =   و(c) 6Gr = 10  80× 80در یک شبکه 



  

 و همکاران علیرضا رستمزاده خسروشاهی های چند بعدیمشخصهسازی جابجایی ترکیبی با استفاده از مدل

 

 IÃ½ºù ìĊýwîù ĈÅºþĄù¾Ċ£ 1397 ā½ÿ¹ I18  ā½wúÉ04 υςω 
 

 
Fig. 8 Comparison of v-velocity profiles along horizontal centerline at 
Re = 400 and (a) Gr = 102, (b) Gr = 104, (c) Gr = 106 on 80×80 uniform 

grid 
روی خط مرکزی افقی در  yمقایسه نتایج پروفیل سرعت در راستای محور  8شكل 

Re = 400  و(a) 2Gr = 10 ،(b) 4Gr = 10  و(c) 6Gr = 10  80× 80در یک شبکه 

 
Fig. 9 Comparison of Nusselt number along (a) Top wall, (b) Bottom 
wall at Re = 400 and Gr = 102 on 80×80 uniform grid 

و  Re = 400در  (b)و دیواره پایینی  (a)مقایسه عدد ناسلت در دیواره بالایی  9شكل 
2Gr = 10  80×80در یک شبکه 

 جریان حول استوانه دایره ای2-5-

ای دارای خواص جریان صلیبی عبوری از روی یک استوانه با مقطع دایره

چسبیده به استوانه باشد. در اعداد رینولدز پایین لایه مرزی کاملاً ای میویژه

بوده و با افزایش عدد رینولدز، جدایی لایه مرزی در بالا و پایین استوانه دیده 

 جریان جدا شده پایا بوده و با زمان 40شود. برای اعداد رینولدز کمتر از می

 هایی در جریان مشاهده شدهایداریکند. با افزایش عدد رینولدز، ناپتغییر نمی
 

 
Fig. 10 Comparison of Nusselt number along (a) Top wall, (b) Bottom 
wall at Re = 400 and Gr = 106 on 80×80 uniform grid 

 Re = 400در  (b)و دیواره پایینی  (a)مقایسه عدد ناسلت در دیواره بالایی  10شكل 

 80× 80در یک شبکه  6Gr = 10و 

دهد ناپایداری جریان خود را نشان می 5000تا  60و در اعداد رینولدز حدود 

های تولید شده در طرفین استوانه به تدریج از آن جدا شده و به و گردابه

منظور ارزیابی توانایی طرح جدید یابند. در این بخش بهپایین دست انتقال می

های غیرکارتزین، انتقال حرارت اجباری پایا و ناپایا حول استوانه در شبکه

شکل با ریز کردن شبکه نزدیک دیواره جامد مورد  Oر شبکه ای ددایره

دهند برای اعداد رینولدز تحلیل قرار گرفته است. نتایج حل عددی نشان می

صورت پایا بوده و در رینولدزهای بالاتر، الگوی جریان به 40کوچکتر از 

 دهد که نشانگر ناپایاییها از پشت استوانه روی میجداشدن نوسانی گردابه

ها، جریان است. شرایط مرزی اعمال شده در روی مرز جامد برای سرعت

شرط عدم لغزش و برای دما، شرط دمایی یکنواخت دیواره بوده و برای فشار 

های مجاور دیواره استفاده شده است. برای یابی مرتبه دوم از سلولاز برون

ریان، نیاز به اعمال شرایط مرزی در مرزهای دور با توجه به فروصوتی بودن ج

تخصیص دو شرط مرزی در ورودی و یک شرط مرزی در خروجی از خارج 

بعدی صورت یک. شرایط مرزی در مرزهای دور بهباشدمیدامنة محاسباتی 

ای اعمال شده است. ورودی یا اساس شرایط مرزی مشخصهمحلی و بر

سرعت خروجی بودن مرز سلول در هر مرحله، با استفاده از جهت بردار 

های ورودی بررسی شده و شرط مرزی مناسب اعمال گردیده است. در سلول

جریان، تنها فشار از داخل دامنة محاسباتی برونیابی شده و بقیه مقادیر از 

های خروجی تنها مقدار فشار از اند. در سلولخارج دامنه تخصیص داده شده

اند. مرز دور نیابی شدهخارج محدوده اعمال شده و سایر پارامترها از داخل درو

برابر قطر استوانه و در اعداد رینولدز بالا برای  40در اعداد رینولدز پایین برابر 

 شکل"برابر قطر قرار داده شده است.  80مشاهده گردابه فون کارمن، مرز دور 

های معمولی و نیز مقایسه نرخ همگرایی بین طرح جدید، روش مشخصه "11

دست آمده، طرح دهد. مطابق نتایج بهنشان می گیری راروش میانگین

های پیشنهادی جدید دارای سرعت همگرایی بهتری نسبت به روش مشخصه

باشد. همچنین مطابق این شکل، با استفاده از روش معمولی می

 کان همگرا شدن نتایج وجود ندارد.گیری، اممیانگین
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Fig. 11 Convergence history of MACB, conventional CB and flux 

averaging at Re = 40 
های معمولی و روش ، روش مشخصهMACBمقایسه نرخ همگرایی روش  11شكل 

 Re = 40گیری در میانگین

بین طرح  حول استوانه Re = 40مقایسه ضریب توزیع فشار در  "12شکل "

دهد و توزیع ضریب فشار اطراف نشان می[ را 20محاسباتی جدید با مرجع ]

 نشان داده شده است. "13شکل "استوانه در رینولدزهای مختلف نیز در 

بعد را در اعداد دست آمده برای خطوط دما ثابت بینتایج به "14شکل "

دهد که نشان دهنده گرادیان شدید دمایی در رینولدز مختلف نشان می

های جریان روی خطوط دما ثابت در ناپایداریباشد و تاثیر اطراف استوانه می

 شود.اعداد رینولدز بالاتر مشاهده می

یکی از پارامترهای اساسی برای بررسی و مقایسه نتایج جریان حول 

استوانه، توزیع عدد ناسلت و نیز عدد ناسلت میانگین حول استوانه در اعداد 

ناسلت حول استوانه مقایسه توزیع عدد  "15شکل "باشد. رینولدز مختلف می

 و Re = 50برای را [ 21بین طرح محاسباتی جدید با مرجع ]
 

 
Fig. 12 Comparison of pressure coefficient at Re = 40 

 Re = 40مقایسه توزیع ضریب فشار اطراف استوانه در  12شكل 

 
Fig. 13 Pressure coefficient for different Reynolds number on 80×80 

uniform grid 
حسب زاویه در اعداد رینولدز مختلف در مقایسه ضریب فشار حول استوانه بر 13شكل 

 80× 80یک شبکه 

 
(a) 

 

(b) 

 

(c) 
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(d) 
Fig. 14 Computed isotherms  at (a) Re = 10, (b) Re = 20, (c) Re = 40 

and (d) Re = 50 on 80×80 uniform grid 

 و  Re = 10 (a) ،(b) Re = 20 ،(c) Re = 40توزیع خطوط دما ثابت در  14شکل 

(d) Re = 50  80× 80در یک شبکه 

 
Fig. 15 Comparison of Nusselt number distribution along the cylinder 

surface at (a) Re = 50 and (b) Re = 150 on 80×80 uniform grid 
و  Re = 50 (a)مقایسه توزیع عدد ناسلت حول استوانه برحسب زاویه برای  15شكل 

(b) Re = 150  80× 80در یک شبکه 

 

Fig. 16 Comparison of mean Nusselt number around a circular cylinder  
 مقایسه عدد ناسلت میانگین حول استوانه 16شكل 

Re = 150 مقایسه عدد ناسلت میانگین حول استوانه بین  دهد.نشان می

 ارائه شده است. "17شکل "در [ 22-26]طرح محاسباتی جدید با مراجع 

از دیگر پارامترهای اساسی در بررسی جریان حول استوانه، تعیین 

تعریف طول باز چرخش در  " 17شکل"باشد. در موقعیت نقاط سکون می

های پایا، برابر طولی است ارائه شده است. این طول در جریان پشت استوانه

رسند. به عبارت دیگر، طول که دو گردابه پایینی و بالایی به هم می

باشد. بازچرخش برابر فاصله بین دو نقطه سکون در پایین دست استوانه می

در پشت استوانه را بین  xمقایسه بین نتایج سرعت افقی برحسب  "18شکل "

دهد. مطابق این شکل، نشان می[ 28,27]ح پیشنهادی جدید با مراجع طر

طول بازچرخش برابر طولی است که در آن نقطه سرعت افقی به صورت 

 رسد.ای به صفر میلحظه

خطوط جریان حول استوانه در اعداد رینولدز مختلف  "19شکل "در 

جریان  40دست آمده، در اعداد رینولدز زیر اند. مطابق نتایج بهنشان داده شده

، خطوط جریان به موازات 10باشد. در عدد رینولدز برابر دارای ماهیت پایا می

گردابه در پشت استوانه تشکیل زوج  Re = 20باشند ولی در یکدیگر می

فزایش عدد شوند. با اها بزرگتر میشود و با افزایش رینولدز این گردابهمی

، جریان ناپایا Re = 150رینولدز، ماهیت پایای جریان دچار تغییر شده و در 

تا  1های مختلف از شماره باشد که خطوط جریان برای این حالت در زمانمی

ها به صورت ، گردابه"20شکل "اند. مطابق نشان داده شده "20شکل "در  6

شدن از استوانه و حرکت به تناوبی در پشت استوانه تشکیل شده و با جدا 

 دهند.سمت پایین دست جریان، خیابان گردابی فون کارمن را تشکیل می
 

 
Fig. 17 Recirculation length definition 

 تعریف طول بازچرخش بدون بعد در پشت استوانه 17شكل 

 

Fig. 18 Comparison of u-velocity at Re = 40 on 80×80 uniform grid 
در یک  Re = 40در پشت استوانه در  xبر حسب  uمقایسه نتایج سرعت  18شكل 

 80× 80شبکه
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ارائه شده  "21شکل "در  Re = 150ای در دمای لحظههمچنین خطوط هم

 است که بیانگر ماهیت ناپایای جریان می باشد.

 بندیجمع6-

های در این مقاله، یک روش بالادست چند بعدی جدید براساس مشخصه

ناپذیر به همراه معادله استوکس جریان تراکم -جریان برای حل معادلات ناویر

انرژی ارائه شده است. روش جدید ارائه شده در این مقاله، براساس 

باشد و روابط استخراج شده برای سازی حجم محدود مرکز سلول میگسسته

رک های دوبعدی، برای تخمین بردارهای شار جابجایی در مرز مشتمشخصه

بین دو سلول مورد استفاده قرار گرفته است. بردارهای شار لزج توسط یک 

 سازیاند و از گسستهمحاسبه شده گیری مرتبه دوم معمولیطرح میانگین
 

 
 

(a) (b) 

 

 

(c) (d) 

Fig. 19 Computed streamlines  at (a) Re = 10, (b) Re = 20, (c) Re = 40 
and (d) Re = 50 on 80×80 uniform grid 

 و Re = 10 (a) ،(b) Re = 20 ،(c) Re = 40در  خطوط جریان 19شكل 

 (d) Re = 50  80× 80در یک شبکه 

 

Fig. 20 Transient streamlines for Re = 150 at different times 
 Re = 150خطوط جریان ناپایا حول استوانه در  20شكل 

 
Fig. 21 Instantaneous temperature contour at Re = 150 

 Re = 150ای حول استوانه در خطوط دما ثابت لحظه 21شكل 

کوتای مرتبه چهار برای پیشروی در زمان -زمانی صریح به صورت طرح رانگ

ناپذیر داخل جدید برای تحلیل دو جریان تراکماستفاده شده است. روش 

ای در حالت پایا و ناپایا مورد حفره مربعی و جریان اطراف استوانه دایره

ها و نیز روش مشخصه ارزیابی قرار گرفته و نتایج به دست آمده با نتایج روش

دست آمده، طرح اند. مطابق نتایج بهگیری مورد مقایسه قرار گرفتهمیانگین

های مورد مطالعه تری را نسبت به سایر طرحشنهادی جدید، نتایج دقیقپی

های دست آمده در شبکههای بهدهد. همچنین، مقایسه دقت جوابارائه می

های تر طرح جدید نسبت به سایر روشیکسان، نشان دهنده همگرایی سریع

رد های موباشد. مزیت دیگر طرح جدید نسبت به سایر روشمورد بررسی می

مطالعه، بالا بودن محدوده عدد کورانت مجاز در هنگام استفاده از طرح جدید 

باشد، این در حالی است که سایر باشد که بیانگر پایداری بالای آن میمی

منظور باشند. بهتری نسبت به طرح جدید میها دارای عدد کورانت پایینروش

ناپذیر پایا زین، جریان تراکمکارتهای غیرارزیابی توانایی طرح جدید در شبکه

ای همراه با انتقال گرما نیز مورد تحلیل قرار گرفته و ناپایا حول استوانه دایره

است. در اعداد رینولدز بالاتر در جریان اطراف استوانه، طرح جدید به خوبی 

ها از پشت استوانه و تشکیل قادر به تسخیر پدیده جدا شدن تناوبی گردابه

تر این روش باشد. دقت بالا و همگرایی سریعی فون کارمن میخیابان گرداب

های انجام شده مشهود های معمولی در تمام تحلیلنسبت به روش مشخصه

گیری مرکزی در اعداد رینولدز است. در جریان اطراف استوانه، روش میانگین

 باشد، در حالی که در طرح جدیدها، شدیداً ناپایدار میبالا و برخی شبکه

بندی نیاز به افزودن هیچ حتی در اعداد رینولدز خیلی بالا و هرگونه شبکه

باشد. دلیل این امر نیز ماهیت بالادستی جمله پایدارسازی به معادلات نمی

باشد. بعدی میهای ساده کننده یکذاتی طرح جدید و عدم استفاده از فرض

لیل دارا بودن سرعت دبا توجه به موارد بررسی شده، طرح پیشنهادی جدید به

ها جهت تحلیل همگرایی بالا، هزینه محاسباتی کمتر و دقت بالای جواب

 گردد.ناپذیر همراه با انتقال گرما پیشنهاد میجریان سیال تراکم
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